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MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

es méthodes numériques utiles a I'ingénieur sont nombreuses. Cependant,
les algorithmes de base sont déja exposés dans le traité Sciences fondamen-
tales. Nous avons donc choisi de présenter ici les méthodes de discrétisation des
équations de la physique en nous concentrant sur le modeéle de la conduction.
Les mathématiques utilisent couramment les notions d’infini et de continu. La
solution exacte d’un probleme d’équations différentielles ou aux dérivées par-
tielles est une fonction continue. Les ordinateurs ne connaissent que le fini et le
discret. Les solutions approchées seront calculées en définitive comme des col-
lections de valeurs discréetes sous la forme de composantes d’un vecteur solu-
tion d’un probleme matriciel.
En vue du passage d’un probleme exact (continu) au probleme approché (dis-
cret), on dispose de plusieurs techniques concurrentes : les différences finies,
les éléments finis et les volumes finis. Chacune de ces trois méthodes corres-

pond a une formulation différente des équations de la physique :

— équilibre des forces en chaque point pour les différences finies ;
— minimisation de I’énergie ou principe des travaux virtuels pour les éléments

finis ;

— loi de conservation et calcul des flux pour la méthode des volumes finis.

Nota : le lecteur pourra se reporter aux articles :
[A 1 220] Méthodes numériques de base.
[A 1 207] Modeles et modélisation en électrotechnique

et également aux articles [A 550] Approximation des équations aux dérivées partielles. Méthodes aux différences finies et

[A 656] Méthode des éléments finis.

1.1 Généralités

Examinons rapidement les avantages et les inconvénients de
chacune de ces trois méthodes mentionnées dans I'Introduction.

1.1.1 Différences finies

La méthode des différences finies consiste a remplacer les déri-
vées apparaissant dans le probléme continu par des différences
divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en
un nombre fini de points discrets ou nceuds du maillage.

Avantages :
— grande simplicité d'écriture ;
— faible codt de calcul.

Inconvénients :

— limitation de la géomeétrie des domaines de calculs ;
— difficultés de prise en compte des conditions aux limites ;
— en général, absence de résultats de majoration d’erreurs.

1.1.2 Eléments finis

La méthode des éléments finis consiste a approcher, dans un
sous-espace de dimension finie, un probléme écrit sous forme

variationnelle (comme minimisation de I'énergie, en général) dans
un espace de dimension infinie. La solution approchée est, dans ce
cas, une fonction déterminée par un nombre fini de paramétres
comme, par exemple, ses valeurs en certains points (les noeuds du
maillage).

Avantages :

— traitement possible de géométries complexes ;

— détermination plus naturelle des conditions aux limites ;

— possibilité de démonstrations mathématiques de convergence
et de majoration d’erreurs.

Inconvénients :

— complexité de mise en ceuvre ;
— co(t en temps de calcul et en mémoire.

1.1.3 Volumes finis

La méthode des volumes finis intégre, sur des volumes élémen-
taires de forme simple, les équations écrites sous forme de loi de
conservation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle des approxima-
tions discrétes conservatives et est donc particulierement bien
adaptée aux équations de la mécanique des fluides : équation de
conservation de la masse, équation de conservation de la quantité
de mouvement, équation de conservation de I'énergie.

Sa mise en ceuvre est simple si les « volumes » élémentaires sont
des rectangles (ou des parallélépipedes rectangles en dimension 3).
Cependant, la méthode des volumes finis permet d'utiliser des volu-
mes élémentaires de forme quelconque, donc de traiter des géomé-
tries complexes, ce qui est un avantage sur les différences finies. Il
existe une grande variété de méthodes selon le choix de la géomé-
trie des volumes élémentaires et des formules de calcul des flux.

Par contre, on dispose de peu de résultats théoriques de conver-
gence.
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1.2 Un exemple de probléme
en dimension 1

Soit le probleme :

—-u'" (x) =f(x) a<x<b S
u(a) = a 0 (1)
u(b) = B g

Interprétations physiques :

— barre élastique sous un chargement axial ;

— corde élastique soumise a un chargement transverse ;
— conduction électrique ou thermique dans une barre.

1.3 Approche différences finies

Toutes les méthodes numériques présupposent la discrétisation
du domaine géométrique afin de passer d'un probléme continu a
une infinité d’'inconnues a un probléme discret ne comptant qu’un
nombre fini d'inconnues.

Dans le cas des différences finies, on discrétise I'intervalle continu
[a, b] en un nombre fini de points x;(figure 1).

On remplace ainsi le probléme continu par celui de la recherche
de valeurs approchées u; des solutions exactes u (x;) aux points x;
de la discrétisation. Mais on ne peut plus, dans ce cas, conserver les
opérateurs de dérivation qui s"appliquent a des fonctions continues.
On les remplace par des analogues discrets, les différences divisées
ou différences finies.

Quelques formules simples d’approximation de la dérivée
premieére par des différences divisées

« Différence divisée progressive
Le développement limité

u(x,-+h)—u(x,-)_h

u'(x) = ,, 3 U (&) @

conduit a I'approximation suivante :

du Uir 17 Uj

, _au, Ui
u'(x;) = dX(X,) A (3)
« Différence divisée régressive
De méme, le développement limité
, u(x;)—u(x;—h) p Y
u'(x;) = %+5 u" (n;) (4)
donne:
, _du _ui—uj_4
u'(x;) = a (x;) X% (5)
= h
1 | | | | | | | | | ]
I T T T T T T T T T 1
a X X, b

Figure 1 - Discrétisation en différences finies
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« Différence divisée centrée
Le développement limité

h h
“%‘i*ig—“%f—fg h?

u'(x;) = h 22

u" (6) (6)

conduit, dans le cas de discrétisations uniformes de pas constant h,

a:

i+1 - Ui u Uiv1/2=Ui_1/2
2h h

(7)

u'(x) = $4(x)==

On a noté u;, 1, et uj_ 4/, les valeurs approchées de u aux points

X+ g et x,-—g respectivement.

Formule simple d’approximation d’une dérivée seconde par une
différence divisée centrée

Dans le cas particulier de points x; régulierement espacés d'un
pas h uniforme, on retrouve, en utilisant :

, ho hno
u %ﬁzm—” %(i‘ilj h2
; -2 u®(8,) (8)

u" (x;) =

et la relation (6), la discrétisation centrée classique de la dérivée
seconde :

" _d2u Ui —2ut Uy
U (x) = 55 () = == (9)

On obtient ainsi le systeme d’équations linéaires suivant dont la
résolution donne les valeurs u; de la solution approchée du
probléme (1) :

Uiy —2U;+ Uj_4 . a
-_—— = f ourl:1,N—‘I|]
h? PP 0 (10)
- — O
avec up=a et uy=p, 0
ce qui s’écrit, sous forme matricielle :
B uy B B f, +a/ h? B
g, 0O O f O
LA I I -
11 2 -1 - 0p 0 O ' 0
- : : e O u;, O=0 f; 0 (11)
h? ' o 0 0 ! 0
Y - IR -
- I PR
OUn-10 DOfyr*B/h?Q

Il ne reste alors plus qu’a résoudre ce systéme linéaire par des
techniques standard de_factorisation (méthodes de Gauss LU ou
méthode de Choleski LLT, § 3.1).

1.4 Approche éléments finis

La présentation trés succincte faite ici n’est qu’une premiére intro-
duction a la méthode des éléments finis. Elle a pour but de donner
les idées de base dans un cas extrémement simple.

On introduit tout d’abord un produit scalaire de deux fonctions
selon :

(v,w) = rv(x) w(x) dx
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MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

et I'espace L2[a, b] des fonctions de carré sommable sur [a, b],
c'est-a-dire telles que I'intégrale suivante existe :

rvz(x) dx

Soit H1[a, bl I'espace des fonctions v, de carré sommable et dont
la dérivée est également de carré sommable :
vOL2[a b] O
v'OL2[a b] O

et soit H(} [a, b] I'espace des fonctions vde H'[a, bl nullesen aetb:

v L2[a, b] B

v'OL2[a, b] 0

v(a) = v(b) = 01
En posant, par exemple :

= q b=x,5 x=a,;
u(x) = a b—a+B b—a+u(X) (12)

Le probleme différentiel donné par I'équation (1):

a<x<b O

—u'"(x) = f(x) .
ub) =B o

u(a) = a
se rameéne trés simplement, par translation de fonction inconnue, au
probléme homogene suivant :

— 0 (x) = f(x Ox0O[a, bl O
u (x) ~( ) [ ]D (13)
(u(a)= u(b)=0). O

C’est sur ce probleme que nous allons présenter, par souci de
simplicité, la méthode. Multiplions I'équation (1) par v (x) et inté-
grons sur [a, b] :

-J’D U (x) v(x) dx = Ibf(x) v(x) dx (14)

Par intégration par parties, il vient :
—J’° U (x) v(x) dx =r U'(x) v'(x) dx+ u'(a) v(a) —u'(b) v(b)
a a

(15)

On obtient une nouvelle formulation du probleme (13), dite
formulation variationnelle, qui, en prenant en compte les condi-
tions sur I'espace H?, [a, b],

v(a) = v(b) =0
s'écrit :
Chercher la fonction u appartenant a H?, [a, b] telle que :

O
) 5 (8
J’:u,(x) v'(x) dx = I:f(x) v(x)dx  OvOH}[a b] 0

Cette formulation est équivalente a la minimisation d’une forme
quadratique représentant I’énergie du systéme qui s’écrit :

Chercher la fonction u vérifiant u(a) = a u(b) = B
qui réalise le minimum de la forme J définie par :

J(v) = % rv’z dx—rfv dx
a a

(17)

OoooOood
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Pour s’en convaincre, il suffit de calculer J(u+ A v)
avec u solution du probléme variationnel,
A réel quelconque,
vO H:) [a, b] quelconque.

On obtient simplement, pour tout A O R et pourtoutv Hg [a, b],
I’équivalence :

J(u+tAv)z2J(u) = r&'(x) v'(x) dx:J'bf(x) v(x) dx (18)

Il'y a ainsi trois formes équivalentes du probleme :

— une forme différentielle (1) ;

— une forme variationnelle (16) (principe des travaux virtuels) ;
— une forme minimisation de I'énergie (17).

1.5 Un premier exemple simple :
les éléments P1

1.5.1 Présentation

On approche |'espace HJ) [a, b] par I'espace V, , 0O Ha [a, b]
construit de la maniére suivante.

On choisit une discrétisation de l'intervalle [a, b] en N sous-inter-
valles ou éléments

Ki = [xi_1 x;1

les éléments K; n’ont pas forcément méme longueur (figure 2) Vg 5,
est alors I'espace des fonctions continues affines par morceaux
(c’est-a-dire affines sur les segments K;) et nulles aux extrémités a
et b.

L'utilisation de fonctions affines, fonctions polynomiales de degré
un, justifie la dénomination d’éléments P1. Chaque fonction
vy O Vy , est déterminée de maniére unique par la donnée de ses
valeurs aux points x;pour i=1, ..., N-1 (figure 3). L'espace V; j, est
de dimension N-1.

1.5.2 Base de Lagrange

Considérons les N -1 fonctions w; 0V, ,, (figure 4) définies par
les N -1 conditions suivantes :

wix)=3; Di=1.,N-1etOj=1.,N-1 (19

1
T
a X. X, X. b
i—1 i i+1

Figure 2 - Discrétisation (maillage) du segment [a, b]
en éléments finis

1
T
a X. X, X b
i—1 i i+1

Figure 3 - Une fonction affine par morceaux
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Figure 4 - Fonction de base de Lagrange

Ces N-1 fonctions forment une base de Vg 4 ; une fonction v,
quelconque s’écrit dans cette base :

i=N-1
vy(x) = z v;w; (x) (20)
i=1

avec v;= v, (x;). Les coefficients v; sont donc les valeurs de v, aux
points (x;).

1.5.3 Ecriture du probléme approché

Ecrivons le probléme approché dans Von:

J’bu,; (x) vj (x) dx = Ibf(x) v,(x) dx Ov, 0 Vy p (21)

Le probléeme étant linéaire, I'égalité est vraie pour tout v, si elle
est vraie pour une base de I'espace vectoriel V p.

On peut donc remplacer dans la relation (21) :
Ov, O Vo,h par Ow; pouri=1,...,. N-1.

D’autre part, écrivons uy, solution du probléme approché dans
Vo,n, dans la base des w;:

j=N-1
up(x) = z u;wi(x) (22)
j=1
avec u; = up(x;) valeur approchée de la solution exacte au point (x;).
On obtient I'écriture suivante du probleme approché :
Trouver uy, Uy, ..., Uy _q tels que:
= N-1 0
0 Z uw; (x)0w; () dx = | f)w;(x)dx Oi = 1,..., N-1 (23)
all /o 0 a
ce que I'on peut récrire :
j=N-1

)3 E W]-’(x)w;(x)d)%uj:‘r]f(x)w,-(x)dx Oi=1,.., N-1(24)

j=1

En posant:
J'bf(x) w;(x)dx = F; (25)
a
et
J'bwl»’ (Qwj (x)dx = A;; (26)
a
il vient :
j=N-1
z Ajup=F 0i=1,..,N=-1 (27)

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

On a ainsi obtenu un systéme linéaire de N- 1 équations a N-1
inconnues, qui peut s'écrire sous la forme matricielle :

AU=F (28)

Chaque ligne d’indice i du systéme linéaire correspond au choix
d’une fonction de base d’indice i de I'espace des fonctions tests Vg p.
Il'y a autant d’équations que d’inconnues puisque la partie inconnue
de la solution approchée s’exprime, elle aussi, dans la base des w;.

1.5.4 Calcul des coefficients du systéme

On calcule les coefficients A,-j [relation (26)] de la matrice en
sommant les contributions des différents éléments selon :
k=N
A= J'bwl’ (X)w] (x)dx = z . w; (x)w; (x)dx (29)
a k=1Jd 7

1

Considérons I'élément K; = [x;_ 4, x;1. Sur cet élément, il n'y a que
deux fonctions de base non nulles : w;_4 et w;:

_ x;—=x O

Wislk Xi_xi—1g
0 (30)

wil = X—Xi_10

ki Xi—Xi-1E

, N

Wisrlk T Xi_Xi—1B
O (31)

whl | = 1 0O

1K Xi—Xi-1H

L'élément K; produira donc effectivement une contribution non
nulle aux quatre coefficients A;_;; 1, A;_4;,A;; et A;;_, dela
matrice globale A.

Calculons les contributions élémentaires de K; et disposons-les
sous la forme d'une matrice élémentaire 2 x 2 :

O i i 0
e e
Elemi:E 11 1;2% (32)
06,1 €20
On trouve sans difficulté :
31 =g
— X X 0 O
Elem, = B%7 %1 X7%10- _1_ 51 15 (33
H_ -1 1§ X—X-10-1 10
Ox;—X;_1 Xi—X;_,0

Chaque composante F; du vecteur second membre global
[relation (25)]

F; = rf(x) w; (x) dx (34)

est calculée également par assemblage de contributions
élémentaires :

k=N
F=S Xk f)w; (x) dx (35)
k=1 k=1

Tout dépend alors de la donnée de f. Si f est donnée analytique-
ment, on peut parfois calculer les intégrales exactement a la main.
Mais en général, f n’est connue que par ses valeurs aux points x;
pour i=0, N.
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MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

On écrit donc fdans la base des w; selon :
j=N
fx) = 5 fiw;(x)dx (36)
j=0
Le probléme se raméne alors au calcul des intégrales :

f w00 wi(x)dx (37)

On utilise des formules d’intégration numérique, par exemple :
— la formule des trapézes :

I‘ “ Fx) dx = # [F(xe_ 1) + F(x)] (38)

exacte pour des polyndmes de degré 1;
— la formule de Simpson :

x X=X _
ﬁHF(x) G e [F(xk_1)+4F %k_%gw(xk)} (39)

exacte pour des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3.

Avec des fonctions tests w;0P1, la méthode des trapézes
conduit a une valeur approchée de l'intégrale, qui, dans le cas de
points équidistribués de pas h, redonne le résultat :

Fi=hf; (40)

obtenu en différences finies.

La méthode de Simpson permet un calcul exact et donne dans le
méme cas :

F.:ﬁ

j= g Liarafied, ] @

1

1.5.5 Assemblage de la matrice globale

Chaque coefficient A;; est obtenu en sommant les contributions
des éléments K;. Remarquons que, seuls deux éléments produisent
une contribution non nulle a chaque coefficient (§ 1.5.4). Ainsi, on
vérifie que sur chaque ligne i de la matrice A il n'y a que
3 coefficients non nuls : A; AiiAii-

ii—=1 i
La regle d’assemblage est la suivante : on passe en revue les
éléments K;et on distribue leurs contributions a la matrice globale A
aux positions appropriées. Dans notre cas simple monodimen-
sionnel, le calcul complet peut étre fait a la main.

Qi

Le coefficient A;; _q provient uniquement de la contribution de
I’élément K;; on a ainsi :

Al =——— (42)

Le coefficient A;;, ¢ provient uniquement de la contribution de
I'élément K; . 1 :

= o (43)

Le coefficient A;; est la somme des contributions des deux
éléments adjacents au point x;, K;et K;, ¢ :

A= — (44)

D 36 -6

Cela est valable 0i = 1 a N-1, car tous les points x;pour i=1a
N -1 correspondant a des valeurs inconnues de la solution appar-
tiennent, dans ce cas de conditions aux limites de Dirichlet, a deux
segments adjacents.

Cas particulier : si les points sont régulierement espacés d'un pas
h, on retrouve, a un coefficient multiplicatif h prés, la matrice
obtenue dans la méthode des différences finies [relation (11)]:

0 0
O2-1 o0 0f
012 - 00

A=71% . : (45)
o9 -1a
0o ~1 20

1.6 Approche volumes finis

La méthode des volumes finis, comme celle des éléments finis,
utilise une formulation intégrale des équations. Mais au lieu
d’utiliser un produit scalaire de L2 par des fonctions tests, on se
contente d’intégrer les équations différentielles sur des volumes
élémentaires ou volumes de contrdle. Cela peut s’interpréter
comme l'utilisation de fonctions tests, fonctions indicatrices des
volumes élémentaires.

A partir d’'un maillage en volumes finis, ol I'on prend les incon-
nues au centre x; des volumes de contréle qui sont, dans ce cas
(rjnonodlmensmnnel, les segments [X;_;,2, Xj1,2] , ON passe ainsi

e:

—u"(x) = f(x) & = (U'(x) = f(x) (46)

X X

o woax = uiy s = [ fod @
i-1 2 2 i

2 2

Les u’%(i_1get u'%(HlS apparaissent comme des flux aux
2 2

interfaces des volumes élémentaires, les segments [x;_ 12, X; , 1/2]-

Si on approche les dérivées selon :

, o u(x;+ h)—u(x;) O
Y %(Hlm - h o
2 0
o) -ulx_ ) 0 sl
, 0_ i) —UlXi_p
t [ . L
e u %(i—%m h E

dans le cas particulier de points x; régulierement espacés d'un pas h
uniforme, on retrouve la discrétisation centrée classique de la
dérivée seconde [relation (9)] :

. d2u Ui q—2u;+u;_
u (Xi) = d_XZ (Xi):%

L'intérét de cette technique de volumes finis n'apparait que dans
les applications aux problémes en dimension 2 et 3.

De nombreuses variantes existent, selon la géométrie des
volumes élémentaires, le choix du positionnement des inconnues
aux centres ou aux sommets des volumes de controle, et les diverses
formules de calcul des flux aux interfaces. Un exposé des techni-
ques de volumes finis sortant du cadre de cet article, nous renvoyons
en bibliographie au livre de C. Hirsch [1] et a la référence [2].
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2.1 Rappels

2.1.1 Opérateurs différentiels en dimension deux
(et trois)

Soit u une fonction de 2 variables (x, y) a valeurs réelles définie
sur un domaine Q de R2. On appelle gradient (en dimension 2) de
u et on note grad(u) ou Ou, le vecteur :

5
grad (u) = Ou =10 *g (49)
Dud

CoyD

Soit V une fonction vectorielle de 2 variables (x, y) définie sur un
domaine Q de R2 et a valeurs V;, V, dans R. On appelle diver-
gence du vecteur Vet on note div(V') ou 00 [V, le scalaire :

av, aV,

i = = — + —=
div(V) = 0V ax "3y (50)
Soit u une fonction de 2 variables (x, y) a valeurs réelles définie
sur un domaine Q de R2. On appelle laplacien de u et on note Au
ou 02u, le scalaire :
2 2
Au = div (grad (u)) = 00 (u) = 24+ Y

— 51
ax2 dy 61

Tout cela passe simplement en dimension trois. Nous nous pla-
cons pour la suite en dimension deux. Mais le passage a la dimen-
sion trois ne pose pas de probleme conceptuel majeur. Il est
évidemment techniquement plus difficile et pratiquement plus co(-
teux.

2.1.2 Formules de Green

Formule de base

Soit Q OR2 de frontiere I € par morceaux et u et vfonctions de
H'Y(Q);ona I’égalité suivante pour chaque composante i=1,2:

du _ av
IIQ ax, v dx,dx, = —J.J.Q ax, u dx,dx, +Ir un; vdy (52)
1

e

avec n; i® composante du vecteur normal unitaire a I
orienté vers I'extérieur de Q et noté n,
y abscisse curviligne sur ' orientée dans le sens

direct.

Formules déduites

« En notant en caractere gras les vecteurs (en particulier u dési-
gne ici un vecteur), on déduit aisément les formules suivantes :

J-I div u v dxdy = —II u grad v dxdy+J- un vdy (53)
Q Q r

et en posant u = a grad(u) ou a est une fonction C'(Q)

u _ i
et an grad (u)n :

J'J' div (a grad u)v dxdy
Q

= —II a gradu gradv dxdy +I a u v dy (54)
Q r on

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

I

Figure 5 - Domaine de calcul pour le modéle
de conduction électrique

« Enfin, dans le cas a =1, on obtient la formule classique :

- Au v dxdy = — grad u gradv dxdy — 9u v dy (565)
Q Q ron

2.2 Modeéle de la conduction

Nous renvoyons a l'article [A 1 207] Modeles et modélisation en
électrotechnique pour la justification du modeéle de la conduction
électrique. Soit Q le domaine de calcul (figure 5).

On considére le potentiel électrique . Il vérifie I'équation :

—div (ograd ¢)(x,y) =0 Ox, yO QB
w\rg(X, y) =0 E
w\rw(X, y) =1 B (56)
oy =0 o
on r"(x' ¢ E

o étant la conductivité électrique.

Le méme type de probléeme se pose dans de nombreux domai-
nes, en particulier en thermique, en élasticité, en mécanique des
fluides ou en électromagnétisme. Nous regrouperons tous les pro-
blemes précédents sous la forme générale :

—div (o grad u)(x, y) = f(x, y) Ox, yO QS
ulp = Ug E (57)
du| = |
anlr, 7 g

avec Q, ouvert borné de R’ de frontiere I' = rq,ar,.

2.3 Approximation par différences finies

Comme en dimension un, la premiére étape consiste a discrétiser
le domaine. C’'est dans I'application aux problémes bidimensionnels
et tridimensionnels que la méthode des différences finies présente
sa plus sévére limitation. En effet elle n’est bien adaptée qu’a la
discrétisation de domaines rectangulaires ou parallélépipédiques
par des maillages formés de grilles perpendiculaires (figure 6), les
dérivées partielles dans chaque direction d’axe étant approchées
comme les dérivées en dimension un.
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i j+1 i j+1, k

i, k+1

i—1,j — i+1,j i—1,j, k i+1,j, k
i j, k=1
i, j—1 i, j—1, k

Figure 6 - Grilles différences finies bidimensionnelles
et tridimensionnelles

2.3.1 Discrétisation géométrique

Dans le cas de domaines rectangulaires (ou parallélépipédiques
en dimension 3) de cOtés paralléles aux axes, on construit une grille
de discrétisation en différences finies par quadrillage selon les deux
(trois) directions d’axes. On notera Ax le pas de discrétisation selon
x et de méme Ay et Az les pas de discrétisation en y et z

On obtient ainsi aux intersections des lignes du quadrillage les
nceuds de coordonnées (x;, Vi 7 ) du maillage en différences finies.

Cette technique de maillage est généralisable aux assemblages
de rectangles (ou de parallélépipédes) ainsi qu’aux domaines se
ramenant par bijection réguliére a un rectangle (ou un parallélépi-
pede). Par contre, dans le cas de géométries complexes, les discré-
tisations par éléments finis (8 2.4) sont mieux adaptées.

2.3.2 Quelques formules simples d’approximation
des dérivées partielles

Notons, en dimension deux, uj i I"'approximation de la valeur
exacte u (x;, y;) pour le point d'indice /, j de la grille.

Pour les dérivées partielles premiéres, on obtient les approxi-
mations suivantes :

— différences divisées progressives :

— 0
ou Ujrq,j— Ui
— (X- 7 ) =1rLJ Ll
aox 1 Ax 0
5 u u | (58)
ou, oy dij+r1” i jd
3y (x;.y) Ay B
— différences divisées régressives : on consideére alors :
_ O
ou LYijTYic1ip
dx (i Vi) = =55 a
5 v —u O (59)
ou, oy Yij—Yij-10
3y (xi,¥) Ay E

— différences divisées centrées : on obtient (comme en dimen-
sion un [relation (7)] une approximation du second ordre :

- O
du Yivajmlic2ig
X (i ) = Ax

0o

(60)
du < Yijr127ij-1/20
ay(xiryj)’* Dy

0oa
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On en déduit, par double différentiation, I'approximation cen-
trée d’ordre deux du laplacien :

—Ujsqj

+2Ui,j—’-’i-1,j+—ui,j+1 +2u;;-up;

- Au (x;,y)= Ax Ayt L=l (e1)

et, plus généralement, I'approximation de I'équation (57) :

—div(o gradu)(x, , y))

I(Xi 12 V) Uisa, ;= Ui ) (X /2 YU~ Ui _4,5)
Ax? Ax?

O Vjs1/2) Ui jur = Ui)) 0 (X, ¥ 1/9) (U=
Ay? Ay?

Uij=1) (gg)

On obtient ainsi le systéeme d’équations linéaires dont la résolu-
tion donne les valeurs u; ;de la solution approchée du probleme (57)
selon :

~0(Xjs 1/2 Y Uise1,j+ (O(Xji 172 V) + O(Xi_1/2 YU = O(Xi_1/9 V) Ui1
Ax2
=0(X;, Yjr1/2) Ujs jur ¥ (O(X, 0 Vj1s2) + O(X ¥ja, ) U 5= O(X, Y _q,2) Ui s
+

Ay?

=f. (63)

Iy

On doit y ajouter la prise en compte des conditions aux limites :

— pour les conditions de Dirichlet, il suffit de fixer les valeurs de
u; jcorrespondant aux valeurs données sur la frontiere 'y ;

— pour les conditions de Neumann, on doit discrétiser :

du
on

T

Il'y a plusieurs choix possibles pour approcher la dérivée normale
en différences finies. Le bon choix, qui conserve la symétrie de la
matrice du systéme linéaire global et qui s’interpréte de maniere
naturelle en éléments finis, consiste a remplacer, selon le c6té de

. . e ou
frontiére concerné, la dérivée normale —

In par une des quatre

r

n

expressions

u u u;i—u Upjeg= U U= U

i+, Y i j i-1,j i, j i j—1

Ax ’ Ax ' Ay ' Ay (64)

Il est alors nécessaire de numéroter les u;; pour qu’elles consti-
tuent les composantes U; d’un vecteur inconnu U. La numérotation
influe sur la structure de la matrice. On utilise des algorithmes de
numérotation optimale afin de minimiser le stockage (« profil ») de
la matrice. Il ne reste alors plus qu’a résoudre le systeme linéaire
obtenu par des méthodes directes de factorisation (méthodes de
Gauss LU ou méthode de Choleski LL') ou par des méthodes
itératives (voir ci-apres).

2.4 Approximation par éléments finis

2.4.1 Présentation

On introduit, comme en dimension un (8 1.4), un produit scalaire
de deux fonctions selon :

(v, w) :II v(x, y) w(x, y) dxdy
Q
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et I'espace LZ[Q] des fonctions de carré sommable sur Q, c’est-a-dire
telles que I'intégrale suivante existe :

J'I v2(x,y) dxdy
Q

Soit H1[Q] I'espace des fonctions v, de carré sommable et dont
les dérivées partielles sont également de carré sommable, et soit
Hg [Q] I'espace des fonctions v de H'[Q] nulles sur la frontiére I
de Q.

On utilisera la formule de Green (équivalente a I'intégration par
parties en dimension un) [relation (55)] :

—II Au vdxdy
Q

= II gradu gradvdxdy—J’ du vdy OvOHYQ) (65)
Q ron

Ici encore, nous avons choisi de présenter les méthodes dans le
cas de la dimension deux, mais tout ce qui précéde s'étend sans
difficulté au cas de la dimension trois d'espace.

Soit Q le domaine borné polygonal de R2 de frontiére I'. Sup-
posons [ constituée de deux parties 'yetl,:
r=ry,or,.

Sur 'y sont imposées des conditions de Dirichlet.
Sur I, sont imposées des conditions de Neumann.
Nous rappelons le probléme (57)

—div (o grad u)(x, y) = f(x, y) Ox,y0Q
u‘rd = Uy
oul -
anlr, ~ ?

2.4.2 Formulation variationnelle

La formulation du probléme s’écrit dans I'espace V des fonctions
de HY(Q) nulles sur la partie [y de la frontiére ot la solution u est
fixée. On peut se ramener aux conditions de Dirichlet homogénes
sur [y en introduisant une fonction auxiliaire simple prenant les
valeurs imposées sur la frontiere '4:

u =u
o d
Ik,
et en posant
u=u+ug.

On obtient le probléme variationnel :

Trouver u 0 V telle que: OvOV

II gradfl gradv dxdy
Q

= J-J- fv dxdy —II gradu, gradv dxdy+J- gvdy
Q Q Tn O

2.4.3 Maillage

(66)

| o o o

Dans la méthode des éléments finis, la construction du sous-
espace Vj, nécessite la discrétisation préalable du domaine Q en
éléments géométriques simples.
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En dimension un (8 1.5), la discrétisation préalable du domaine,
un intervalle de R, en éléments, ne posait pas de difficultés.

En dimension deux et, plus encore, en dimension trois, la discré-
tisation du domaine Q est un probléme technique difficile. La qualité
du maillage est cruciale pour la qualité de I'approximation. Le
probléme de la réalisation du maillage se pose a la fois en amont de
la résolution numérique, qui s"appuie sur une discrétisation a priori,
et en aval dans les techniques de maillages adaptatifs par lesquelles
on s’efforce d’améliorer la qualité de la discrétisation en fonction
des résultats obtenus.

L'exposé des techniques mises en ceuvre pour construire un
maillage en éléments finis dépasse le cadre de cet article et nous
renvoyons a la littérature (notamment [3] et [4]). Disons simplement
que I'on peut distinguer deux types de maillages :

— les maillages structurés (figure 7), qui fournissent une discré-
tisation « réguliere » obtenue par transformation d’une grille régu-
liere sur un domaine rectangulaire ;

— les maillages non structurés (figure 8), principalement
construits par la méthode de Voronoi, qui peuvent s’appliquer aux
géométries les plus générales.

En dimension deux, les éléments sont des triangles ou des
quadrangles de c6tés droits ou curvilignes. En dimension trois, ce
sont des tétraédres, pentaédres ou hexaédres.

SN

NN

Figure 7 - Maillage structuré

Figure 8 - Maillage non structuré
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Figure 9 - Configuration interdite

Un maillage en éléments finis doit satisfaire les critéres
suivants :

1) Les éléments K; du maillage doivent recouvrir le domaine Q :
(K =@

!
Cela implique que ce domaine soit polygonal ou approché par un
polygéne sil’on utilise des éléments droits.

2) Lintersection de deux éléments distincts ne peut étre que :

— I'ensemble vide,

— un sommet,

— un coté,

— une face (en dimension trois).

Cela a pour but d'assurer la continuité des fonctions de V. En
particulier, une disposition telle que celle présentée figure 9 est
interdite.

2.4.4 Eléments finis de Lagrange triangulaires
de degré un : les éléments finis P1

Dans ce cas, I'espace d’approximation V}, est un espace de fonc-
tions continues affines par éléments triangulaires.

Dans chaque triangle, la restriction des fonctions de V), est donc
un polynéme de degré un de la forme ag + a1 x + a, y qui est donc
déterminé de fagon unique par ces valeurs en trois points distincts.
On choisit les trois sommets du triangle. Cela assure la continuité
globale des fonctions de V}, sur le domaine polygonal Q. En effet,
sur chaque aréte commune a deux triangles adjacents (figure 10),
les restrictions des fonctions de V}, sont des fonctions affines fixées
de maniere unique par la donnée de leurs valeurs aux deux
sommets sur 'aréte.

Globalement, les fonctions de V}, seront uniquement déterminées
par leurs valeurs aux sommets ou nceuds de la triangulation. La
dimension totale de V, est donc égale au nombre de nceuds du
maillage.

Dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet sur une partie de
la frontiere, la dimension de V), est évidemment réduite au nombre
des nceuds associés a une valeur inconnue de la solution. Elle est
donc égale au nombre de nceuds total moins le nombre de nceuds
ou la solution est fixée par une condition de Dirichlet.

Les fonctions de base P1

La construction d'une base de V), se fait selon la technique clas-
sique de Lagrange. On prend comme fonctions de base les N fonc-
tions w de V|, définies par les N conditions suivantes aux N nceuds
(x;,y;) du maillage :

wip (X], y]) = 61]

On remarquera que ces fonctions ont un support réduit a I'union
des triangles dont le point (x;,y; ) est un sommet (figure 11).

Dans cette base, une fonction de V}, s’écrit :

Va(xy) = 3 Vi wi(x,Y)
Ji

D 36-10

Figure 10 - Configuration conforme d’éléments adjacents

Figure 11 - Graphe d’une fonction w;

Les fonctions de forme P1

On appellera fonctions de forme les restrictions des fonctions
de base dans un élément.

Dans chaque triangle T de sommets A;, Ay, As, il n'y a que
3 fonctions de base non nulles. Les restrictions de ces fonctions de
base notées w;, w;,w;, sont les trois fonctions polynomiales de

degré un prenant la valeur 1 en un des sommets et nulles aux deux
autres sommets. Notons-les respectivement A4, Ay, A3.

Aq est le polyndme de degré un prenant la valeur 1en A;etnulen
Ayet Az:

Ai(x, y) = ag+ a;x+ayy (67)

Aq est donc déterminé par le systeme linéaire suivant :
A(xp,y7) = ag*aixq+azy, =1
A(Xp ¥p) = @9+ a1x;+ay, =0 (68)

A(X3 ¥3) = ag+a;xgta,y; =0

Le déterminant de ce systeme

T x; vq
1 X, y,| = 2 Aire (T) (69)

1 X3 y3

est différent de zéro si les points A, A,, Az ne sont pas alignés.

En résolvant le systeme 3 x 3 ci-dessus et les systémes analo-
gues pour A, et A3, on obtient les formules suivantes :

Xy Y3 = X3V + X(Vy—¥3) + Y(X3—Xy)

My) = 2 Aire (T) (70)
_ X3Y1=XqY3+ X(Y3—Vq) + Y(X1 = X3)
Aa(xy) = 2 Aire (T) 71
— + —y)+ -
Ay(xy) = X1Yo—=Xo Y1+ X(Yq = Y3) + V(Xy —X;) 72)

2 Aire (T)

Toute reproduction sans autorisation du Centre frangais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'lngénieur, traité Génie électrique



Figure 12 - Deux représentations de la fonction A,

On en déduit les expressions des gradients :

M ovs )
0x 2 Aire (T) O
¢ )[I (73)
0A; _ X3—X, QO
dy ~ 2Aire (T) 5
0 _ Ys=¥1_g
0x 2 Aire (T) U
¢ )EI (74)
04, _ X1—=X3 QO
dy ~ 2 Aire (5
9 _ vi-v,
ax 2 Aire (T)O
( )[| (75)

045 X=X O

ay ~ 2Aire (N

Les trois fonctions Aq, A, A3 s’appellent les coordonnées barycen-
triques du triangle T. On les désigne sous le nom d’« area coordi-
nates » en anglais car elles représentent en chaque point M de coor-
données x, y le rapport des aires algébriques des triangles M A; A; et

T. Par exemple, on a (figure 12) :
_ Aire (AA;M)
MM = =R m

Une fonction quelconque de V}, prenant les valeurs vq, vy, v3
aux sommets A;, Ay, Az du triangle T s’écrit dans T sous la
forme :

VL (X, Y) = ViA(X, ) + VoA (X, ) + VaAs(X, y) (76)

2.4.5 Ecriture du probléme approché
en éléments finis P1

Le probleme approché s’écrit dans I'espace V} des fonctions
continues affines par triangles et nulles sur la partie ' ; de la fron-
tiere (figure 13).

Notons I I'ensemble des indices des nceuds du maillage corres-
pondant a une valeur inconnue de la solution u, c’est-a-dire ici
I’ensemble des nceuds n’appartenant pas a I 4.

Notons J I'ensemble des indices des sommets du maillage appar-
tenantal,.

La solution up s'écrira dans la base des wy pour JOT selon :

un (x,y) = g uywy (x,y) (77)
JT1
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X, nceud du maillage (donc sommet d'un triangle) de coordonnées (x,, y,)

Figure 13 - Maillage en triangles du domaine de calcul

La fonction auxiliaire uy sera approchée par une fonction yg p,
continue et affine par morceaux prenant les valeurs imposées sur I 4
et nulle sur tous les nceuds d’indices J O :

Ug p(xy) = Z uq (x;, yp) wy(xy) (78)
JOI

Ce choix de up, , présente deux avantages.

1) La solution cherchée uy, et la solution calculée up prennent les
mémes valeurs aux points ou la solution u est inconnue. Il n'y a
donc pas de transformation a posteriori a effectuer sur les résultats.

2) Les conditions aux limites ne produisent qu'une modification
limitée du systéme linéaire qui n’intervient que sur quelques
composantes du second membre.

En intégrant, dans la formulation variationnelle, tous ces élé-
ments, on obtient en définitive le probleme approché dans Vj,:

Trouver les valeurs u; pour JOI telles que :

]EIEJ.J.Q gradw; grad v, dxd;Hu]

:II fw, dxdy+I g w;dy
Q T

— ’g]qj'ggrad w; gradw, dxdy%ud(xl, y) 0DIol

(79)

OOoOoOoooooooooo

On obtient un systeme de N; équations a Nj inconnues ou N;
désigne le nombre de points de maillage d'indices I 01, donc le
nombre de nceuds correspondant a des valeurs inconnues de la
solution.

Ce systeme s’écrit sous la forme matricielle :
KU=F (80)

ou K est la matrice de raideur de coefficients :

Ky = J'J' gradw; gradw; dxdy (81)
Q

et F le vecteur second membre de composantes :

F =J’J’ fw,dxdy+I g wy dy
Q Ty
—g o gradw, gradw, dxd)ﬂu (x5, y;) (82)
]D o 1 1 OYd \*p ¥y
j

ou I'on reconnait :

— un premier terme représentant les efforts surfaciques (corres-
pondant au second membre du probleme différentiel) ;

— un deuxieme terme, intégrale curviligne, provenant des condi-
tions aux limites de Neumann ;

— un dernier terme, expression des conditions de Dirichlet non
homogeénes.
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(Y2 =¥3)* + (= x3)?

(Y2=V3)(Va— V1) + (Xa = X3) (X3 —X1) (Vo= V3) (V1= ¥2) + (Xp — X3) (X1 — %)

4 Aire (T)

(yz_ )/3)()/3— y1)(X2—X3)(X3—X1)

7 Aire (T)

(Ya3=y1)2+ (x3—x1)?

7 Aire (T)

(V3= Y1) (Y1 = ¥a) + (X3 = X) (X7 = X,)

4 Aire (T)

(V2= ¥3) (Y1 = ¥2) + (X3 = X3) (X4 — X3)

4 Aire (T)

(V3= Y1) (1 =¥o) + (%= X7) (X1 = Xp)

4 Aire (T)

(v1=¥2)2+ (X — xp)?

| o o

4 Aire (T)

Le calcul des coefficients K;; de la matrice de raideur et des
composantes F; du second membre se fait par une procédure
d’assemblage des contributions apportées par chacun des éléments
Ty de la triangulation.

Par exemple pour la matrice de raideur K, on a:

Ky = J'J' gradw; gradw; dxdy = ZJ’J’T gradw; gradw; dxdy
Q k
(83)

On observe que la matrice K est trés « creuse » ; un grand nombre
de ses coefficients sont nuls, en raison du choix de fonctions w; de
support limité.

2.4.6 Calcul de la matrice
de raideur élémentaire P1

Un des outils de base essentiels a la programmation de la
méthode des éléments finis est un tableau de correspondances
entre les nceuds X; du maillage global et les points d'un élément
particulier : ici, les sommets A4, A,, A3 des éléments triangulaires.

Dans chaque élément triangulaire T, de sommets A}, Ay, A3
correspondant aux nceuds X, X;, Xk, les seules fonctions de base
non nulles sont les fonctions w, wj, Wg. Leurs restrictions dans le
triangle sont respectivement les trois coordonnées barycentriques
Aq, Ay, Az calculées précédemment (8 2.4.4).

La matrice élémentaire relative au triangle T, est donc une
matrice 3 x 3 de coefficients :

Elem K; =J’J’Tgrad)\j grad); dxdy Oij=123 (84)
k

Comme, dans ce cas particulier simple d’éléments P1, les
gradients sont constants par triangles, les intégrales a calculer sont
des intégrales de fonctions constantes. Il suffit d’en multiplier la
valeur par l'aire de I'élément.

On obtient ainsi la matrice élémentaire P1 de coefficients (voir
encadré en haut de page) :

En particulier, dans le cas du triangle rectangle isocele de
sommets :

A, = (0,0)%
A, = (1,0)5 (85)
Az = (0,1)0
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4 Aire (T)

| o o

4 Aire (T)

souvent utilisé comme triangle de référence, on a la matrice
élémentaire de raideur suivante :

O 1 1 O
o1 —-= —-=- 0O
0 2 2 g
0 47 0
ElemK = O_ = - o O (86)
o 2 2 0
0 0
ol ¢ 1@
o 2 2 0

2.4.7 Calcul des seconds membres élémentaires

Le second membre se compose de 3 termes.

2.4.7.1 Un premier terme surfacique

Il s’écrit :

Fs, = IIwa, dxdy  OI (87)

Son calcul s’effectue en sommant les contributions de chaque
élément triangulaire :

Fs, = ZFS,, 7= Z J-J'ka w; dxdy (88)

Si f est connue analytiquement et suffisamment simple, on peut
calculer exactement, a la main, les intégrales. Mais, en général, le
second membre fest connu par ses valeurs aux nceuds. On le repré-
sente dans la base des w; et on est ramené aux calculs suivants :

Fs, =J‘J‘Q Z fiw, wydxdy O, (89)

c’est-a-dire aux calculs de :

I I w;wydxdy  OL] (90)
Q

Dans chaque élément, on doit donc calculer la matrice de masse
élémentaire.

Matrices élémentaires de masse

On obtient la matrice élémentaire de masse, en utilisant les
formules d’intégration exactes suivantes :

J’J’ ), dxdy = Aire (T) 91)
; 3

IJ‘ A2 dxdy = Aire (1) (92)
; 6

J’J’ A A dxdy = '51192—@ si i différent de j, (93)
.
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ce qui donne, pour la matrice élémentaire de masse, le résultat :

ol
N
ol

ElemMr = Aire(T)) (94)

DDDDDDDDD
[

o= Sl= gl=

o o

Matrice de masse condensée (lumping)

Il peut étre avantageux de calculer la matrice de masse élémen-
taire de maniére approchée en utilisant la formule suivante (exacte
sur P1) :

[ foaxav - Alre (1) z o(A) (95)
i=1
On obtient, dans ce cas, une matrice de masse diagonale égale a :
Aire(T))
ElemMy = —5 I (96)

On en déduit le second membre élémentaire surfacique :

Of O

g SI.TkD 0 fID

O E o _ o'o

E s”kg = Elem MTk E ff% (97)

2.4.7.2 Un terme de bord provenant
des conditions de Neumann

Il s’écrit :

1

Fy, = J'r g w; dy (98)

Son calcul s’effectue sur les éléments ayant un coté sur . Il se
ramene a une intégrale simple sur un coté A d’'un triangle. Si la fonc-
tion g est donnée par ses valeurs aux nceuds du maillage et si A a
pour extrémités X; et X], onasurA:

g=grw+gyw

et on doit donc calculer :

9 AW] w; dy (99)
g wpdy (100)
A
et
g f w?dy (101)
A
Ces calculs s’effectuent exactement par la formule de Simpson :
o[ w w dy= Longueur (A) (102)
A 6
gy [, wp dy=tongueur®) o, (103)
A
etc.
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Figure 14 - Un élément ayant une aréte
sur la partie de frontiére Neumann

Dans le cas de la figure 14, on obtient :

EFN B 2 1 0 g O

TI 1

' Longueur (A) O g D

EFN”E: QT 01 2 oOO g]D (104)
0 0

DFNtKD 0oo o ODDgKD

On peut également calculer ce terme de fagon approchée par la
formule des trapézes, ce qui donne :

JFy. B O 00 g, 0
0N, 0 10009
uf oo”'o
BFN”E _ Longu;ur(A) %0 1 OHH QIH (105)
B Fn, 00 0 000g,0

Dans tous les cas, le terme provenant des conditions de Neumann
n’induit de contributions non nulles que pour les composantes du
second membre relatives a des nceuds du maillage situés sur I,.

2.4.7.3 Un troisieme terme provenant des conditions
de Dirichlet non homogénes

Il s’écrit :
- u gradw; gradw, dxd)}ju (X7, ;) (106)
g [|| IQ 7 1 aYd Xy Yy
7

Son calcul se raméne encore a une somme de contributions des
triangles T.

Pour chaque triangle dont les points d’indice JOJ] et le point I
sont sommets on obtient une contribution a la I ® composante du
second membre égale a:

B Z EIJ'J'Tsirad/\,- grad; dxdyHug (x; , y)) (107)
7ar

On retrouve des coefficients déja calculés pour la matrice de
raideur. Pour un triangle I, J, K comme celui de la figure 15 on
obtient une contribution unique a la composante K:

0 udl%
Fo. == (@ a4, akk)D“dH (108)
ODo0O
ou les i, j, k sont les numéros internes au triangle T correspondant
aux indices globaux 1, J, K.
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Figure 15 - Un élément ayant une aréte
sur la partie de frontiére Dirichlet

2.4.8 Algorithme d’assemblage

Supposons un maillage en N éléments Ty pour k=1, 2...N. Notons
A la matrice globale a assembler (matrice de raideur ou de masse
globale, second membre) et a; les matrices élémentaires correspon-
dantes relatives a chaque élément T;. L'algorithme d’assemblage
est trés simple, dés lors que I'on dispose d’un tableau me associant
les sommets d'un élément T et les nceuds du maillage global. Dans
ce cas simple d'éléments triangulaires P1, chaque élément T
comprend trois nceuds X, X], Xy correspondant aux sommets A,
A,, Az du triangle Ty. D’ou I'algorithme :

POUR k=1, N FAIRE

POUR i= 1, 3 FAIRE

I=me (ki)
POUR j= 1, 3 FAIRE
J=melk,j)

ALT)=A(LT)+ac i j)
FIN DES 3 BOUCLES

2.5 Généralisation

Tout ce qui précede se généralise sans difficultés, sinon techni-
ques, a des approximations par éléments finis de degré plus élevé et
de formes triangulaires, ou quadrangulaires, tétraédriques ou pris-
matiques a cOtés (ou faces) droites (planes) ou courbes (gauches).

3.1 Méthodes directes

Les méthodes directes de résolution des systémes linéaires sont
des méthodes dans lesquelles la solution est obtenue de facon
exacte en un nombre fini d’opérations. De fagcon exacte s’entend,
sur un ordinateur, aux erreurs « d’arrondis machine » pres.

Le prototype de méthode directe est la méthode du pivot de
Gauss. Cette méthode permet de ramener la résolution d'un sys-
teme général a la résolution d’'un systéme triangulaire supérieur,
résolution qui se fait explicitement par un processus de remontée.
On commence par calculer la derniére composante du vecteur
inconnu en utilisant la derniére équation et on remonte équation par
équation en déterminant les composantes correspondantes. La ren-
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contre de pivot nul peut nécessiter la permutation de lignes du sys-
teme. Cependant, pour certaines classes de matrices, en particulier
les matrices symétriques définies positives, on est assuré de pou-
voir triangulariser le systéeme par Gauss sans permutation. La
méthode du pivot équivaut alors a une factorisation de type

A=LU (109)

de la matrice A. L est une matrice triangulaire inférieure a diagonale
unité et U une matrice triangulaire supérieure.

On peut utiliser la symétrie de A pour obtenir une factorisation de
type

A=LDLT (110)
avec D diagonale.

Dans le cas d'une matrice A symétrique définie positive, la
méthode de Choleski conduit a une factorisation :

A=LLT (111)
On trouve la matrice L, qui cette fois n’est plus a diagonale unité,
par un algorithme d’identification de coefficients.
De
Aj = Z Lig Ly pour j=<i
k=,

on déduit pour tout i :

et pourtout j< i

Les méthodes directes présentent I'avantage de fournir la
solution exacte (aux erreurs d’'arrondis machine prés) en un
nombre fini d’opérations (de I'ordre de n3/3 pour Gauss). La
méthode du pivot de Gauss s’applique a tout systéme inversi-
ble.

Par contre, les méthodes directes ont un co(t important en
stockage mémoire (bien que des techniques de stockage mini-
mal associées a des algorithmes de numérotation optimale des
inconnues permettent de le réduire sensiblement). Cela rend
leur application pratiquement impossible, en I'état actuel de la
technologie, pour de gros systémes a plus de 105 inconnues, et
donc, en particulier, pour la résolution de problémes industriels
en dimension 3 d'espace.

Nous renvoyons au livre de P. Lascaux et R. Théodor (tome 1)
[6] pour plus de précisions sur les méthodes directes.

3.2 Méthodes itératives

Le principe général des méthodes itératives est le suivant. Le
vecteur solution du systeme est obtenu comme limite (quand elle
existe) d’une suite itérative de vecteurs définie par une récurrence
linéaire de la forme :

X(©) donné |

112
XD = x W C m2

ou M est une matrice nx n dite matrice d’itération et C un vecteur
de R".
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A la convergence, on a
X=MX+C (113)

donc cette équation de type point fixe doit, évidemment, étre équi-
valente a I'équation initiale :

AX=B (114)

3.2.1 Conditions de convergence

On a convergence de la suite vectorielle {X %N vers la solution X
a condition que, pour une norme vectorielle, on ait :

lim [ X®-X|| =0 (115)
k - oo

On peut également introduire le vecteur résidu :
R = B— Ax k) = A (X - x (k) (116)

On a de maniére équivalente (A est inversible) convergence des
itérations vers la solution si :

lim [R®| =0 (117)
k - o

Définition 1 (Norme matricielle). On appelle norme matri-
cielle induite par une norme vectorielle | 0| I'application de
I'espace des matrices dans R* définie pour toute matrice A par :

LAX]
[ X1l (118)

JA| = max
X#0

Définition 2 (Rayon spectral). On appelle rayon spectral
d’'une matrice A le nombre positif

P = ma -

ou les A jsont les valeurs propres de la matrice A.

Si A est symétrique, son rayon spectral p (A ) est égal a sa norme
induite par la norme vectorielle euclidienne.

Théoréme 1. Litération (112) :

Xx(©) donné O
x®* 0 = pp x W4 cf

converge vers la solution X si pour une norme matricielle
donnée :

[M] <1 (120)
Démonstration
De
xk+D _pxtk) , ¢
et
X=MX+C
on déduit :
X_x(k+1) - M(x_x(k))
soit

X_x(k) - Mk(x_x(O))

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

donc
IX=XW] = [Mk(X-XO)| < [ M[*]|X-XO

D’ou la convergence de la suite {Xxk} vers la solution X avec
M| <1.

Dans le cas d'une matrice M symétrique, on aura donc
convergence si

p(M)<1 (121)

On admettra que ce résultat est vrai quelle que soit la matrice
d’itération M. On voit que le probléme de I'estimation des
valeurs propres de la matrice d'itération est crucial pour I'étude
de la convergence des méthodes.

3.2.2 Méthode de Jacobi

Soit
AX=B
le systeme linéaire a résoudre.

La méthode de Jacobi correspond a la décomposition de la
matrice A sous la forme

A=D-E-F (122)

avec D matrice diagonale constituée des éléments diagonaux a;; de
A;

—E matrice triangulaire inférieure stricte, constituée des éléments
strictement sous-diagonaux de A: a;;pour i > j;

—F matrice triangulaire supérieure stricte, constituée des éléments
strictement surdiagonaux de A: aj; pour i < .

On définit alors la méthode de Jacobi comme la méthode
itérative :

X(©) donné

0

(123)
Xk+1) = p=1 (E+F) Xx®W+ p-1 BE
ou ce qui revient au méme :

X(©) donné

|
124
X(k+‘|) = [I_D—'I A] X(k)+ D—’I BB ( )

La matrice d'itération de Jacobi est donc :

J=D Y E+F)=I-DA (125)
et la condition de convergence s’exprime par
p(])<1 (126)

On observe que la méthode de Jacobi correspond a I'écriture
ligne par ligne suivante :

b~ a; x;‘
Xik+1 R LY (127)
a:.

n

3.2.3 Méthode de Gauss-Seidel ou de relaxation

Soit
AX=B

le systeme linéaire a résoudre.
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La méthode de Gauss-Seidel correspond aussi a la décomposition
de la matrice A sous la forme de la relation (122) :

A=D-E-F

Mais on définit cette fois la méthode de Gauss-Seidel comme la
méthode itérative :

X donné

O
(128)
Xx® 0 = (D1 F xW+ (D—E)1B]

La matrice d'itération de Gauss-Siedel est donc
¥ =(D-E)'F (129)
et la condition de convergence s'exprime par

p($)<1 (130)

On observe que la méthode de Gauss-Seidel correspond a I'écri-
ture ligne par ligne suivante :

- Coxke1_ o xk
b; Zau Xj Z'a,/ X
A 2 (131)
aji

3.2.4 Méthodes de descente. Méthode du gradient

Les méthodes de descente sont des méthodes itératives qui utili-
sent I'équivalence entre les problémes suivants :

Trouver XORN tel que :H

(132)
AX =B H
et
Trouver XORN tel que : O
0
1 o | (133)
J(X) = 5(AX, X) =(B, X) soit minimal O
0

et qui sont donc limitées au cas des systémes dont la matrice A est
symétrique définie positive.

Les méthodes de descente sont basées sur le calcul de la solution
comme limite d’une suite minimisante de la forme quadratique J.
Cette suite est construite comme une suite récurrente :

X donné 0

(134)
XU = x W4 g, g W

avec d® O RN vecteur donnant la direction de descente a I'étape k
et a,0R coefficient déterminé de maniére & minimiser J dans la
direction d (¥ :

JXW+a, d®) < J(XE+a dk) OaOR (135)

Apres développement, on obtient o , comme valeur annulant la
dérivée de J par rapport a a, soit :

(GW), d )

~ A ) (136)

ag=

avec

GW = grad(J(X®)) = AXK)_B (137)
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Dans la méthode du gradient, on choisit comme direction de
descente la direction du vecteur gradient de J au point X k) Cette
direction est la direction de variation maximale de J. On dit encore
direction de plus profonde descente, d’ol le nom « steepest descent
method », employé dans certains ouvrages en anglais.

L'itération de la méthode du gradient s’écrit :

X© donné O
X(k+1) - X(k)+ ak G (k)g (138)
avec
(k)| 2
a,= |G (139)

T (AGK), Gk

3.2.5 Vitesse de convergence de la méthode
du gradient. Conditionnement
A partir de
G(k+ 1) =Ax(k+1)_ B

et de
Xk 2 x (k) 4 g, Gk,

on obtient la récurrence suivante sur les gradients :
Gk+N_ G 4 g, AGK)
On en déduit
Igtk+ ]2 = 602 +2a,(AGK), GW) + a |[AG W]
Avec la relation (139) :

[GW]?

Y%=~ ac®m, gw)

on obtient :

2 |AG W)
()2 = g2 [LGWI° JAG ®I*
|Gk+1]2 = |G| [( oD GOy ]

En utilisant les valeurs propres et les vecteurs propres de la
matrice A supposée définie positive, on déduit :

A
gt nj2< ]2 [3me 1] (140)
A min
Le nombre
AI'\’\aX
K(A) = (141)
A min

rapport des plus grandes et plus petites valeurs propres de A est
appelé nombre de conditionnement de la matrice A. Plus il est
proche de 1, plus vite la méthode du gradient converge.

Les techniques de préconditionnement, qui conduisent a I'algo-
rithme du gradient préconditionné ont, entre autres, pour but de
rapprocher les valeurs propres extrémes afin d'accélérer la conver-
gence des méthodes itératives.

Il existe d’autres méthodes itératives plus performantes:
méthode du gradient conjugué préconditionné, méthode du double
gradient (pour résoudre les systéemes non symétriques), méthodes
de résidus minimaux et de quasi Newton avec en particulier I'algo-
rithme GMRES. Nous renvoyons le lecteur a la bibliographie [4], [5]
pour des développements sur ces méthodes.
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